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Einleitung. In meiner Arbeit: MaB- und Integrationstheorie in
Strukturen, Acta math. 63 (1941) wurde eine axiomatische Untersuchung
der regularen auBeren und inneren MaBe gegeben. Unabhangig vonein-
ander lassen sich in einem Booleschen a-Verband von Somen =o-Somen-
ringe W das regulare auBere MaB mO auf 6 voneinander unabhangige
Axiome (1°,2°,3°,5°, 6°, 7° in den hier folgenden Par. 1-3) 1), das regulare
innere MaB mo auf 7 voneinander unabhangige Axiome (1°, 2°, 3°, 4°,
5°, 6°, 7° in den Par. 1, 2b iS, 3b ls ) aufbauen. Es zeigt sich daB der Zusam-
menhang beider MaBfunktionen, bei a E W, geliefert wird durch die
Formeln:
mo(a)=mO(b)-mO(b-a) mit b ~ a, b mO-meBbar und mO(b) endlich,
sonst
mO(a) = +00,
und die aus diesen durch Umtauschung von mOund mo hervorgehenden
Formeln. Die mO-meBbaren Somen von W und die mo-meBbaren Somen
von Wfallen zusammen ebenso wie die zugehorigen total-additiven MaBe.
Die Benennung von mOund mo als zueinander adjungierte M af3funktionen
(§ 4) wurde von C. Oar a the od ory in seinem Buche: Maf3 und Integral
und ihre Algebraisierung, Basel 1956, S. 250 u.f. iibernommen.
Die Zusammenfassung in den Par. 1-4 von Resultaten aus der zitierten
Arbeit dient als Ausgangspunkt bei Erweiterungen von total-additiven
0) Ein Somenring oder Boolescher Verband von Somen ist ein distributiver und
relativ komplementarer Verband, dessen Elemente a, b, ••• Somen genannt seien;
Notationen fur Summen, Produkte und Differenzen seien bzw. a+b; ab oder a.b;
a-b bei b~a; leeres Soma O. Ein a-Somenring oder Boolescher a-Verband von
00 00
Somen ist ein Somenring, welcher mit aj (1=1, 2, ...) aueh I aj (und IT aj) ala
Soma enthalt, i-I i-I




MaBen t-t in a-Sornenringen 21°, liegend in zugehorigen a-Sornenr ingen 58.
Dab ei zeigt sich daB aus jedem Syste m (21:0It-t) sich ein System (21: lmO) , mit
21:0~ 21 ~ 58, und mOein requlares auBeres MaB auf dem a-Somenring 21,
ab leiten liiBt , wobe i die mO-meBbaren Sornen, mit MaB m = m», zu einer
Erweiterung (K im) von (molt-t) fuhren,
Man moohte nun erwarte n daB ein analoges R esul t at unter Bildung
eines Hilfssystem s (mlmo) moglioh ware [21: wie oben aus (21:0It-t) hervor-
gehend]. Eine Schwier igke it war dabei del' Beweis von Axiom 40 fur mo.
F ur (molt-t ), wobei t-t die hier in § 5b is folgende H ypothese auferlegt wird,
ist das Verfahren mit t els (mlmo) ebenfaIls anwen dbar. Zu den Systemen
(21:0It-t), fur die die H yp othese erfullt wird, gehOren alle diejenigen, fur
die t-t nur gleichmaliig besohrankte Werte zulali t , inbes. also alle MaBe t-t
in Wahrscheinlichkeit sriium en, mit 210 eine a-Mengen algebra, Teilalgebra
in der a-Mengenalgeb ra 58 aller Teilmengen eines R aumes X.
Del' Zusammenhang del' gem iiB den Siitzen von § 5 und § 5b is zu (21:0It-t)
gehOrenden (21: lmO) bzw. (2{ lmo), unter Annahme der H yp othese fur (21:0It-t),
laBt sich durch die Antwort auf die Frage von § 6 einfach angeben; daraus
folgt daB die zugehorigen Erweiterungen von (2(01t-t ) zusammenfallen .
Schl ieBIich folgt in § 7 eine Erweiterung von MaBen in a-Somenringen
nach einem Verfahren, welches schon fur den F all von a-Mengenringen
seit 1935 bekannt ist .
D efinitionen , A x io me und Siit ze a us m ei n er Arbeit: :NIaB-
und Integrati on s theori e in Str u k t u re n 2)
§ 1. In diesem und den folgenden Paragraphen 2, 2b 1S, 3, 3b iS, 4 wird
eine Zusammenfassung von Resul taten einer loco cit. 2) entwickelten
Theorie von regularen auBeren und inneren :NlaBen in Somenringen und
a-Somenringen (21) gegcben 3).
Wie sich dabei zeigt, sind die Betrachtungen fur auBeres und fur inneres
MaB aufeinander zurtickftihrbar.
Der Wertebereich von auBerem und innerem MaG sei vorlaufig in der
erweit er t en Zahlengeraden R[ = {R, - 00, +oo}] en t ha lten .
Als Ausgangspunkt laGt sich entweder auBeres- oder inneres MaB
wahlen ; fangen wir mit aulserem MaB an. In diesem P ar. und den Par. 2,
2b 1s darf 21 sowohl Somenr ing wie a-Somenring sein .
Ax io m 1 0 • 4) Es gib t ein Soma WE 21: mi t mO(w) endl ich und i= O.
D efiniti on . a E 2{ ist m O-mefJbar falls zu jedem WE 2{ mit mO(w )
endlich gilt :
(1) mO(w ) = mO(wa)+mO(w -wa).
2) Siehe Act a math. 73 (194 1), S. 131-1 73 ; d ie betrachteten Strukturen sind
vornehmlich Somenringe (I.c , § I ) und a-Some nringe (l.c . § 7).
3) I n naehfolgenden F ul3not en wird nach loc.cit , 2) korresp ond ierenden Ste llen
verwiesen .
4) Fiillt zusammen mi t Axiom I>, loc.cit . 2), S. 141.
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Axiom 2°. 5 ) Das leere Soma 0 ist mO-meJ3bar.
Axiom 3 °. 6) Aus a, b E m, a C b folgt mO(a) ~mO(b ) .
Satz . 7) mO(O)=O, wodurch fur jedes a Em mO(a) ER+ (die Menge der
nicht-negativen Zahlen in R).
Sa tz.") Die mO-meJ3baren Somen in m bilden einen Somenring oder
Booleschen Somenverband K. Dabei ist fur a, b E K, mit mO(a+b) endlich,
mO(a +b) =mO(a) +mO(b) - mO(ab).
Axiom 4°. 9) Zu a E m mit mO(a) endlich gibt es ein Soma b e K, ~ a
mit mO(b) endlich.
Definition. Zu jedem Soma a Em gibt es ein inneres MaJ3 mo, wobei




mo(a)= mO(b) -mO(b - a),
11l-Q(a) = +00
Bemerkung. Del' Wert von mo(a) III (2) ist unabhiingig von der
Wahl von b. 1O)
S a t z . 11 ) Andert man im obigen Text mOin mo, und in letzter Definition
auch umgekehrt mo in mO, so gehen die Axiome 1°_4° und die beiden
Siitze in sechs fur mo giilt ige Satze iiber ; jedes mO-meJ3bare Soma a in
mist auch mo-meJ3bar [d.h. aus (1) folgt mo(w)= mo(wa)+ 11lil(w - wa)],
und umgekehrt, wobei mO(a) = mo(a).
Bemerkung. 11 ) Erneute Anwendung des Verfahrens, welches von
mOzu mo fuhrt, nun jedoch auf m« angewandt, liefert mOzuriick. mOund
mo heiJ3en zueinander adjungiert; ihre Rolle bei der Einfuhrung von meJ3-
baren Somen ist bisher vollig dieselbe. Dies andert sich schon nach Hinzu-
fiigung del' Axiome 5° und 5° fur mO bzw. mo.
§ 2. Axiom 5° . 12) Fur a E m mit mO(a) endlich ist mO(a) gleich der
5) F iillt zusammen mi t Axiom II, loc. eit, 2), S. 141.
6) Identisch mit Axiom III, IDe.cit . 2), S. 141.
7) Fa!3t die Satze 23 u . 24, Ioe.cit. 2), S. 141 zusammen.
8) FoIgt aus den Satzen 28 u. 29, loc.cit, 2), S. 145 .
9) Identiseh mit Axiom IV, loc. cit. 2), S. 146.
10) Siehe loc.oit, 2) , S. 146 D efinition und Satz 30.
11) FoIgt aus Satz 31, loc.cit, 2), S. 147.




unteren Grenze der Werte von mO(b) fur aIle mO-meBbaren Somen b mit
a ~ 5.
Satz. 13) Hat fur aE2{ die zu mOadjungierte Funktion mo einen end-
lichen Wert, so ist mo(a) gleich der oberen Grenze der Werte von mo(b)
fur aIle mo-meBbaren Somen b mit b~ a.
§ 2b is • Zu den Axiomen 1°-4° fur mo (also wie in § 1 jedoch mit mo
anstatt mO) sei hinzugefUgt:
Axiom 5°. 14) Fur a E 2{ mit mo(a) endlich ist mo(a) gleich der oberen
Grenze der Werte von mo(b) fur aIle mo-meBbaren Somen b mit b ~ a.
Satz. 15) Hat fur a E 2{ die zu mo adjungierte Funktion mO einen
endlichen Wert, so ist mO(a) gleich der unteren Grenze der Werte mO(b)
fur aIle mO-meBbaren Somen 5 mit [)~ a.
Sowohl in § 2 wie hier in § 2b is liiBt sich hinzufugen der
Satz: 16) Notwendig und hinreichend zur mO- und zur mo-MeBbarkeit
eines Somas a E 2{ mit mO oder mo endlich ist:
mO(a)=mo(a).
In bekannter Weise folgt, mit dem zweiten Satz von § 1 und den
Axiomen 5°, 5°, der
Satz: Bei a, b E 2{ und mO(a+b) endlich [oder mo(a+b) endlich] ist
mo(a)+mo(b) ~mo(a+b) +mo(ab) ~mO(a+b) +mO(ab)~mO(a) +mO(b).
§ 3. In diesem Par. und in §§ 3b iS, 4 sei 2{ ein a-Somenring. Zu den
Axiomen 1°_4° (§ I) und 5° (§ 2) seien hinzugeftigt.:
00
Axiom 6°. 17) Aus aj (j= 1,2, ... ) E 2{, a1 ~ a2 ~ ... ~ aj ~ ... , a= La;
und mO(a) endlich folgt i=l
lim mO(aj)=mO(a);
i~oo
Axiom 7°.18) Aus aj (j=1,2, ... )EK, ah·aj2=O (h=fth) und
00
mO( L Uj)= 00 folgt
i-I
13) Identisch mit Satz 32, Ioc.cit, 2), S. 149.
14) Siehe, bei anderer Notation, Axiom V',loc.cit. 2), S. 150.
15) Folgt aus Sstz 33, loc.cit, 2), S. 150.
16) Folgt sus Satz 36, loc.eit. 2), S. 152.
17) Identisch mit Axiom VII, loc.eit, 2), S. 163.
18) Identisch mit Axiom VIII, loo.cit, 2), S. 167.
00 00
mO( L aj) ~ L mO(aj).
i~1 i=l
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Definition. Bei Erftillung aller Axiome 1°_7° soIl mOeine requlare
aufJere MafJlunktion genannt werden. 19)
Sa tz. Die Summe von abzahlbar vielen mO-meBbaren Somen ist mO-
mellbar ; 20) das zugehOrige MaB m - mO(§ 1) ist nun total- oder o-additiv,
der Ring K (§ 1) ein a-Somenring.
Satz . 21) Die zu der regularen aulieren MaBfunktion mO(gemaB einer
Definition in § 1) adjungierte MaBfunktion mo hat folgende Eigenschaften:
00
IX. Aus bi (j= 1,2, ... ) E m, bi ~ ... ~ bj ~ ... , b= II bj und mo(b1) oder
i~1
lim mo(bj) endlich folgt lim mo(bj)=mo(b); 22)
;~OO ;-:,.00
{3. Aus bj (j=I,2, ... )EK (K wie in § 1), bh·bi2=O (h=ftj2) und
00 00
mo( L bj)=oo folgt L mo(bj) = 00. 22)
i=1 i-I
Sat z . 23) Ist fur die regulare auBere MaBfunktion mOund das Soma
a E mmO(a) endlich, so gibt es ein mO-meBbares Soma a~ a mit mO(a) =
=mO(a).
Satz. 24) Fur die regulate MaBfunktion m O und Somen aj (j=l, 2, ... )
Em ist immer
§ 3b iS. In dem o-Somenring mseien die Axiome 1°_4° (§ 1) fur mo und
5° (§ 2b iS) erganzt mit:
00
Axiom 6°. 25) Aus bj (j= 1,2, ... ) Em, b: ~ ... ~ bj ~ ... , b= II bi und




A x i 0 m "7 °. 26) Aus bj (j = 1, 2, ... ) E K [K (ftir mo)wie in § 1], bh .bj2 = 0
00(h=ft j2) und mo( L bj ) = 00 folgt
i~l
00
L mo(bj ) = 00.
i~l
19) Etwas abweichend von der Definition lac. cit. 2), S. 165 (Ax. VI feWt; Ax.
VIII ist als Ax. 7° hinzugefUgt).
20) Siehe lac. cit. 2), S. 168 (§ 13); das dortige Axiom VI liiJ3t sich hier als Satz
aufnehmen.
21) Folgt aus Satz 61, lao. cit. 2), S. 167.
22) IX und fJ sind in § 3b is die Axiome 6° und 7°.
23) Spezialfall von Satz 58, lac. cit. 2), S. 166. (Man beaehte 19)).
24) Folgt aus Satz 57, lac. cit. 2), S. 165 und dem hier gegebenen Axiom 7°.
25) Identisch mit Axiom VII', lac. cit. 2), S. 163.
26) Fur mo identisch mit Axiom VIII, lao. cit, 2), S. 167, also auoh mit 7° hier,
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Definition. Bei Erflillung aller Axiome 1°_4°, 5°, 6°, 7° solI mo eine
reguliire innere MafJfunktion genannt werden. 27)
Sat z . Die Summe von abzahlbar vielen mo-meBbaren Somen ist mo-
meBbar; 28) das MaB m = mo ist dabei total- oder a-additiv, der Ring K
[fur mo (§ 1)] ein a-Somenring.
Satz. 29) Die zu der regularen inneren MaBfunktion mo (gemaB einer
Definition in § 1) adjungierte MaBfunktion mO hat folgende Eigenschaften:
00
y. Aus aj ii> 1,2, ... ) E ill", a1 ~ ... ~ aj ~ ... , a = ! aj und mO(a) end-
lich folgt i=l
lim mO(aj) = mO(a); 30)
;---+00
15. Aus aj (j=l, 2, ... ) EK (K wie in § 1), ah·aj2=0 (jd=j2) und
00
mO( ! aj) = 00 folgt
i=l 00! mO(aj) = 00. 30)
1=1
Satz. 31) Ist fur die regulare innere MaBfunktion mo und das Soma
a E ill" mo(a) endlich, so gibt es ein mo-meBbares Soma g, C a mit
mo(g,)= mo(a).
Satz , 32) Fur die regulare innere MaBfunktion mo und Somen aj
(j=1,2, ... )Eill", ah·ai2=O (jd=h) ist immer
00 00
mo( ! aj) ~ ! mo(aj).
i~l i~l
§ 4. Rechtfertigung der Benennung von m O und mo als
zueinander adjungierte MaBfunktionen. In §§ 1, 2, 3 wurde u.m.
angegeben wie aus den Axiomen 1°-7° fur mO die Satze fur mo folgen,
die mit den Axiomen 1°_4°, 5°, 6°, 7° fur mo in §§ 1, 2b iS, 3b is in Wortlaut
ubereinstimmen, wahrend, umgekehrt, in §§ 1, 2b iS, 3b is aus den Axiomen
1°-4°,5°,6°,7° fur mo mit den Axiomen 1°_7° von §§ 1, 2, 3 gleichlautende
Satze fur mO hervorgingen.
Bemerkung. Diejenigen Somen des a-Somenringes ill" mit mO=oo
fur alle Teilsomen #0 sind dieselben wie die mit mo=oo fur diese Teil-
27) Wieder etwas abweichend von der Definition loc. cit. 2), S. 165 (Ax. VI fehlt ;
Ax. VIII ist als Ax. "[A hinzugefiigt).
28) Siehe loc. cit. 2), S. 168 (§ 13); das dortige Axiom VI laJ3t sich hier als Satz
aufnehmen.
29) Folgt aus Satz 61, loc, cit. 2), S. 167.
30) Y und 0 sind in § 3 die Axiome 6° und 70 •
31) Spezialfall von Satz 58', loc. cit. 2), S. 166. (Man beachte 27)).
32) Folgt aus Satz 57', loc. cit. 2), S. 165 und dem hier gegebenen Axiom "[A.
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somen. Ein derartiges Soma a hat die Eigenschaft daB w· a = 0 ist ftir
jedes Soma WE m: mit mO(w) endlich oder, was auf dasselbe hinauskommt,
mit mo(w) endlich; es genligt dadurch der ersten Definition von § 1, und
ist somit mO- und mo-meBbar. Ist die Klasse solcher Somen nicht leer,
so bildet sie mit dem Nullsoma von m: ein a-Ideal s) in m:, also auch einen
a-Somenring, ohne EinfluB bei den Erweiterungen von fJ, mittels mO und
mo in den Par. 5, 5b is .
Zwei Methoden zur Erweiterung eines total-additiven
MaBes fJ, in einem a-Somenring m: o, liegend in dem a-Somen-
ring ~.
§ 5. Erweiterung des total-additiven MaBes fJ, unter An-
wen dung der Theorie des a.uBe r e n MaBes (§§ 1, 2, 3). Im a-
Somenring ~ sei m:o ein (eigentlicheroder uneigentlicher) a-Teilsomenring,
fiir dessen Elemente eine nicht-negative (Werte in R+) total-additive
Somenfunktion, also ein total-additives MaB fJ" definiert sein soll, wobei
fur wenigstens ein Soma von m:o der Wert von fJ, endlich und ~ O.
Bemerkung. Die Somen a von m:o, fur deren vom Nullsoma ver-
schiedene Teilsomen in m:o fJ, = 00 ist, also mit w· a = 0 fur jedes Soma
WE m:o mit fJ,(w) endlich, bilden mit dem Nullsoma von m:o ein a-Ideal
s)0 in m:o.
Definition. Die Somen von ~, deren jedes sich durch ein Soma aus
m:o uberdecken laBt, bilden einen (eigentlichen oder uneigentlichen) a-
Teilsomenring m: von ~; fur jedes a E m: sei
mO(a)=untere Grenze der fJ,(a) mit a E m:o, a ~ a.
Es ist m:o= m: ~ ~ oder m:o C m: ~ ~; m: ist erblich in ~, d.h. aus a E m:,
a' E~, a' C a folgt auch a' E m:.
Sat z . Fur mO und m: wie in letzter Definition sind die Axiome 10_7 0
von §§ 1, 2, 3 beweisbare Satze. Mit dem zugehOrigen a-Somenring K
wie in (§ 1 und) § 3 33) ist m:o~ K, wahrend fur jedes a E m:o gilt
m(a) =mO(a)=fJ,(a);
(Kim - mO) ist eine Erweiterung von (m:olfJ,); sie ist vollstandig in m:. 34)
33) Fur die Somen von Kist somit das a-additive Mal3 m,=,mO definiert.
34) D.h. gibt es zu jedem e;» 0 und a E \}{ mit mO(a) endlich (m- oder) mO-mel3bare
Somen a', a" E K mit a' ~ a ~ a" und mO(a"-a')<e, so ist auch a e K. Diese Eigen-
schaft ist eine Folge von Axiom 5°, des Satzes in § 2, des letzten Satzes von § 1 und
des zweiten Satzes von § 2b is, welche sich auch schon in § 2 hatte einfugen lassen.
Sie wird somit schon erfUllt fur [edes total-additive, aus einer regularen aul3eren
MaJ3funktion (§ 3) abgeleitete Mal3.
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Beweis. Die Ableitung der Axiome 1°_7° als beweisbare Satze fur
mOund 2( verlauft wie folgt:
Zu p, gibt es nach Voraussetzung ein Soma WE 2(0 ~ 2( mit p,(w) endlich
und #-0, also, nach obiger Definition, auch mit mO(w) endlich und #-O.
Das ist Axiom 1° fur mOund 2(.
oE 2(0 mit p,(0)= O. Also auch mO(O) = 0, wobei 0 E 2(. Aus w E 2( und
mO(w) endlich folgt nun mO(w)=mO(w·O)+mO(w-w·O), also 0 ist mO-
meBbar. D.i. Ax. 2° fur mO und 2(.
Aus der Definition von mOund a, b E 2(, a ~ b folgt mO(a) ~mO(b). D.i.
Ax. 3° fur mO und 2(.
DaB aus a E 2(0 folgt a mO-meBbar in 2(, also a E K, HiBt sich wie folgt
ableiten.
Aus WE 2( mit mO(w) endlich folgt, bei B> 0, die Existenz eines iiJ E 2(0
mit w ~ iiJ, und p,(iiJ)-B<mO(w)~p,(iiJ),wodurch:
mO(w·a) +mO(w-w. a) ~p,(iiJ· a) +p,(iiJ-iiJ·a) = p,(iiJ) <mO(w) +e,
also, bei B ~ 0,
(3) mO(w·a) +mO(w - w·a) ~mO(w).
Bei Vj (j = 1, 2) E 2( und mO(vj) endlich folgt, bei B> 0, die Existenz von
korrespondierenden Vj E 2(0 mit Vj ~ Vj und p,(Vj) <mO(vj) +B. Dadurch ist




(4*) mO(w) =mO[w. a + (w-w· a)) ~mO(w· a) +mO(w-w· a).
(3) und (4*) liefern die Relation von Gleichheit, aus welcher a E K folgt.
Die Axiome 4°, 5° fur mOund 2( folgen aus der Eigenschaft: Bei a E 2(
mit mO(a) endlich ist mO(a)=untere Grenze der mO(b) bei b ~ a, E K, was
wieder aus folgendem hervorgeht. Bei n = 1, 2, ... gibt es Somen bn mit
00
bnE2(o, a~bn und mO(a)~p'(bn)<mO(a)+l/n,wodurch mO(a)=p(IIbn).
00 n~l
Also ist b = II bn ein Soma ~ a, E 2(0 mit mO(a)=p,(b), wodurch nach
n=l
dem aus (3), (4*) abgeleiteten Resultat bE K, und nach der Definition
in diesem Par. auch mO(a) =mO(b).
DaB aus a E 2( und mO(a) endlich die Existenz eines b ~ a, E 2(0 mit
mO(a) = p,(b) folgt, laBt sich auch anwenden beim Beweise von Axiom 6°
35) Dies zusammen mit dem in diesem Stadium des Beweises schon giiltigen
zweiten Satz von § 1 liefert die besehrankte Additivitat von m O fiir die Somen von
K. Beweis. aI, a2 E K, al. a2=O. Der Fall eines mO(aj)= 00 ist evident. Seien also
beide mO(aj) endlich. Nun ist mO(al +a2) ~mO(al)+mO(a2), also auch mO(al +a2)
endlich. Der Satz von § 1 liefert mO(al +a2) =mO(al) +mO(a2).
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00
fur m und mO. Bei aj (j = 1,2, . . .) Em, a1 ~a2~ . .. ~ aj ~ .. . , a= I aj
;-1
und mO(a) endlich gibt es also fur jedes j ein 5j ~ aj, E mo mit mO(aj) = fl(6j).
Mit 5/ =5j'5j+1 ... ist dann b/ E mo, aj ~ 6/ ~ bj und mO(aj ) = fl (b/ ) = fl (bj),
wodurch b1' ~ b2' ~ • • • eine Folge fl-meBbarer Somen von mo ist, fur deren
Summe 8 gilt :
00
8 E mo, 8 ~ a= I aj und mO(a)~ fl(8) = lim fl(b/ ) = lim mO(aj).
;= } ;~oo-oo
Es ist sofort deutli ch daf auch:
lim mO(aj) ~mO(a) ,
1-"'00
wonach die in Axi om (j 0 geforderte Gleichheitsrelation folgt.
Beim Beweise von Ax iom 7° kann man sich besehranken auf den Fall
;
daB alle mO(aj) endlich sind . Mit Cj= I at folgt, nach FuBn. 35, die mO-
i~1
MeBbarkeit von Cj (j=l , 2, ... ) und
00I mO(aj) = lim mO(cj ).
j ""'1 ; --+00
Die Betrachtungen des vorigen Absatzes, angewandt auf die Cj ohne
00
Endlichkeit von mO( I Cj) vorauszuset zen, liefern
; - 1
00 00
lim mO(cJ ) ~mO( I Cj) =mO( I aj )==,
;-->00 i ~ 1 i - I
also au ch
00I mO(aj ) = oo.
i~ 1
Die librigen Behau ptungen des Satzes verifiziert man leicht.
§ 5b is . Erweite rung d es total-additi v en MaB es fl unter An-
wendung del' Theori c d es inneren MaB e s (§§1 , 2b 1S, 3b IS) .
Zu den Annahmen libel' m, mo, fl und m im ers te n und dritten Absatz
von § 5 fligen wir hinzu die
H ypothese: Sind flir disjunkte Somen aI , a2 E 2{ die oberen Grenzen
alIer fl (bj) mit bj E mo und ~ aj (j = 1, 2) endlich , so gibt es ein Soma
a ~ a1+~, E mo mit fl (a) endl ich . Allgem einer : sind aj (j = 1,2, ... ) E m
00
mit ah '£l}2= O (i! =I= j 2) und I {obere Grenze aller fl(bj ) mit bj EmO und
i - I 00
~ aj} endlich, so gibt es ein Soma a ~ I aj, E mo mit fl (a ) endlich.
; - 1
B eispi ele von mund zugehOrigen (mOlfl) (2{O e m), in welchen die obige
Hypothese erfullt wird :
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1. )B a-Mengenring der Lebesgue-meBbaren Mengen in einem eukl.
Raum R n , moa-Mengenring der Borelschen Mengen von Rn , fl das Borelsche
MaB fiir die Mengen von mo; m fallt mit )B zusammen;
2. )B a-Mengenring der Teilmengen eines fest gewahlten Intervalles io
in einem Rn , mo a-Mengenring der Borelschen Mengen in)B, fl das Borelsche
MaB fur die Mengen von mo; m fallt wieder mit )B zusammen;
2. ist Spezialfall von:
3. )B a-Mengenring aller zu einem abstrakten Raum lR gehorenden
Mengen; zu den Mengen von mo gehore auch lR, wobei fl(lR) endlich;
fur mist im allgemeinen nur zu sagen: mo= m ~)B oder moc m ~ )B.
Die MaBe in Wahrscheinliohkeitsraumen fallen auch unter 3., wie schon
in der Einleitung naher angegeben.
Definition. Die Somen von )B, deren jedes sich durch ein Soma
aus mo iiberdecken laBt, bilden den (eigentlichen oder uneigentlichen) a-
Teilsomenring m von )B; fur jedes a E m sei
mo(a)=obere Grenze der fl(a) mit a E mo, a ~ a.
Es ist wieder mo= m ~)B oder moc m ~ )B; mist erblich in )B, d.h.
aus a E m, a' E)B und a' C a folgt auch a' E m.
Satz. Unter der fur m, fl angegebenen Hypothese sind fur mo die
Axiome 1°-4° 5° 6° 7° von §§ 1 2b is 3b is beweisbare Satze Mit dem, , , " .
zugehorigen a-Somenring K wie in (§ 1 und) § 3b is 36) ist mo~ K, wahrend
fur jedes Soma a E mo gilt
m(a) --mo(a)=fl(a);
(Kim =mo) ist eine Erweiterung von (mOlfl); sie ist vollstandig in m. 37)
Beweis. Die Ableitung der Axiome 1°-4°,5°, 6°, 7° als beweisbare
Satze fur mo und m verlauft wie folgt:
Zu fl gibt es nach Voraussetzung ein Soma WE mo~ m mit fl(w) endlich
und ¥= 0, also, nach letzter Definition, auch mit mo(w) endlich und ¥= O.
Das ist Axiom 1° fur mo und m.
oE mo mit fl(O) = O. Also auoh mo(O) = 0, wobei 0 E m. Aus WE m und
mo(w) endIich folgt nun mo(w)=mo(w·O)+mo(w-w·O), also 0 ist mo-
meBbar. D.i. Axiom 2° fur mo und m.
Aus der Definition von mo und a, b e m, a ~ b folgt mo(a) ~mo(b). D.i.
Axiom 3° fur mo und m.
36) Fiir die Somen von Kist somit das a-additive MaB m,,=,mo definiert.
37) D.h. gibt es zu a E 2( mit mota) endlich und zu jedem 13> 0 (m- oder) mo-
meBbare Somen a', an E K mit a' ~ a ~ an und mo(an-a'l <13, so ist auch a E K. Diese
Eigenschaft ist eine Folge von Axiom 5°, der beiden ersten Satze in § 2b is und des
letzten Satzes von § 1. Sie wird somit schon erfiillt fiir [edes total-additive, aus einer
regularen inneren MaBfunktion (§ 3b iS) abgeleitete MaB.
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Die Siitze folgend auf Axiom 3° in § 1 fur mo liefern : mo(a) E R+ (a E m:),
und: die mo-meBbaren Somen in m: bilden einen Somenring X.38)
DaB aus a Em:o folgt a mo-meBbar in m:, also EX, liiBt sich wie folgt
ableiten.
Aus w Em: mit mo(w) endlich folgt, bei 8> 0, die Existenz eines WE m:o
mit w~w und ,u(w)~mo(w)<,u(W)+8,wodurch:
mo(w·a) +mo(w-w·a) ~,u(w·a)+,u(w-w·a) =,u(w) >mo(w) -8,
also, bei 8 -+ 0,
(5) mo(w·a) +mo(w-w·a) ~mo(w).
Bei vi (j = 1, 2) E m:, VI' V2 = ° und mO(vi) endlich folgt, bei 8> 0, die
Existenz von korrespondierenden Vi E m:o mit vi ~ vi und ,u(vi) > mo(Vi) - 8.
Dadurch ist




(6*) mo(w)=mo[w·a+ (w-w·a)] ~mo(w·a)+mo(w-w·a).
(5) und (6*) liefern die Relation der Gleichheit, aus welcher a E X folgt.
Dies findet Anwendung beim Beweise von Axiom 4° fur mo:
Zu a Em: mit mo(a) endlich, also mit endlicher oberer Grenze von ,u(a'),
bei a' ~ a, a' E m:o, gibt es nach der Hypothese (im Anfang dieses Par.;
man nehme al = a und a2= 0) ein a" E m:o mit a ~ a" und ,u(a") endlich.
Nun ist a" mo-meBbar in m:, also E X, mit mo(a")=,u(a"). Mit b=a" und
mo anstatt mO folgt Axiom 4° fur mo.
Anwendung beim Beweise von Axiom 5° liefert:
Aus a Em: mit mo(a) endlich folgt, bei 8> 0, die Existenz eines bE m:o,
b ~ a, mit mo(a)~,u(b»mo(a)-8.Nun folgt aus bE m:o auch bE X, mit
mo(b)=,u(b). Somit ist mo(a)=obere Grenze aller mo(b) mit si;« bEX.
D.i. Axiom 5°.
Aus a Em: mit mo(a) endlich folgt die Existenz einer Folge {bn} von
Somen mit bl ~ b2~ '" ~ bn ~ ... , jedes b« ~ a, Em:o und mo(a) ~,u(bn) >
> mo(a) -lin. Mit c= lim bn folgt C~ a, E m:o und mo(a) = ,u(c).
n-?oo
Zum Beweise von Ax. 6° genugt es sich auf die Annahmen: bi (j = 1, 2, ... )
00
E m:, b: ~ b2~ ... ~ bi ~ ... , b= II bi und mo(bl) endlich zu besohranken.
i~1
38) Der zweite Satz aus § 1 (fur mol zusammen mit der Hypothese im Anfang
dieses Par. liefert auBerdem die beschrankte Additivitat von mo fur die Somen von
K. Beweis. aj(j = 1, 2) E K, al. a2= O. Der Fall cines mo(aj) = 00 ist evident. Seien
mO(al) und mO(a2) beide endlich. Dann folgt mit der Hypothese daB auch mO(al +a2)
endlich ist, Dadurch liefert der zweite Satz von § 1 ,Ende: mO(al +a2) =mo(al)+mo(a2.
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Nach dem vorigen Absatz gibt es zu jedem j ein Cj~ bj, E mo mit mo(bj) =
=#(Cj). Mit Cj+k (k= 1,2, ... ) ~ bj+k ~ bj folgt Cj ~ c/ =sup (cj, c}+l, ... ) ~ bj,
00 00
wobei c/ E mo und Cl' ~ ... ~ c/ ~ ... ; auch ist b= II bj ~ II c/ -p, mit
i=l i~1
P E mo. Aus der Definition von mo und Cj~ c/ ~ bj folgt mo(bj) =#(c/) =#(Cj).
Nun ist mo(b)"~#(p)= lim #(c/) = lim mo(bj), wah rend sofort ersichtlich ist
1--"'00 ;'--+-00
daB auch mo(b);;::; lim mo(bj). Das liefert Ax. 6°.
00
Der Beweis von Ax. 7° laBt sich indirekt geben. Dabei wird I mo(bj)
i-I
(§ 3b iS) endlich vorausgesetzt. Aus der Definition von mo folgt damit
00L {obere Grenze aller #(bj) mit bj ~ bj, EmO} endlich, wodurch die Hypothese
i=1 00
in ihrer allgemeinen Form die Existenz eines Somas b~ I bj , E mo mit
i~1




§ 6. Ve r h a.lt n i s der in den vorangehenden Paragraphen
auftretenden mO und mo.
Es gibt hier die folgende Frage:
(Satz). '8, mo, # und m seien wie in § 5, Anfang; daneben sei die
Hypothese von § 5b is erfullt, Dann fiihrt § 5, Satz mit § 3, Definition zu
der fur die Somen von m definierten regularen aulleren MaBfunktion mO.
Darauf fiihren § 1, zweite Def., § 3b iS, De£. und § 4 zu der fUr die Somen
von m zu mOadjungierten regularen inneren MaBfunktion mo; die Hypo-
these von § 5b iS braucht dabei nicht benutzt zu werden.
§ 5b iS, Definition und Satz fiihren in anderer Weise unter Anwendung
der genannten Hypothese ebenfalls zu einer fiir die Somen von m regulsren
inneren MaBfunktion, die hier vorlaufig durch mo* angedeutet sei.
Sind nun mo und mo* fur die Somen von m identisoh l Die Antwort ist
affirmativ.
Beweis. Aus a Emmit mO(a) endlich folgt (§ 1, Ax. 4°) die Existenz
eines b ~ a, E K mit mO(b) endlich, wodurch (§ 1, Def.) mo(a) = mO(b)-
-mO(b-a). Es gibt (§ 5, Def. u. Satz) ein b~b,EmO, somit auch EK,
mit endlichem #(b)=mO(b), wodurch ebenfalls mo(a)=mO(b)-mO(b-a)=
= #(6) - untere Grenze aller #(c) mit CE mo, b- a ~ C~ b, oder = obere
Grenze aller #(b-c) mit b-c E mo,~ a. Daraus folgt, mit mo*(a) die hier
gewahlte Notation fiir mo(a) im Sinne von § 5b iS, Def., daB: mo(a) ;;;;mo*(a),
mit mo*(a) endlich.
Umgekehrt, ausgehend von endlichem mo*(a) ist (§ 5b iS, Def. mit mo*
andere Schreibweise fur mo):
mo*(a)=obere Grenze aller #(a) mit a ~ a, E mo.
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Aus der Hypothese (§ 5b1S) folgt die Existenz eines Somas 6~ a, E 12(0
mit fl(6) endlich. Dadurch ist
mo*(a)=obere Grenze aller [u(b)-fl(b-ii)] mit ii ~ a, E 12(0, oder
= fl(b) - untere Grenze der fl(5 - ii).
Da bei veranderliohem ii immer b-ii ~ 6-a, ist mO(6-a)~untere Grenze
der fl(6 - ii), wodurch
mo*(a)~mO(6)-mO(b-a)=(§1, Def.) mo(a).
Aus mO(a) endlich folgt also mo(a)=mo*(a)=endlich.
Nun sei mO(a) = 00; dann gibt es (vergl. Anfang dieses Beweises) kein
6~ a, E 12(0 mit fl(b) endlich. Ware mo*(a) endlich (§ 5b1S, Def.), so folgte
aus der Hypothese (§ 5b1S) die Existenz eines bE 12(0,~ a mit fl(b) endlich;
also ein Widerspruch. Also ist mo*(a) =00; daneben, nach § 1, zweite
Def., auch mo(a)= 00.
mo und mo* sind somit fur die Somen von 12( identisch.
Bemerkung. $B, 12(0, u, 12( und Hypothese (tiber fl) wie in obigem
Satz. Nun fiihrt § 5b1S, Satz mit § 3b18, Definition zu der fiir die Somen
von 12( definierten regularen inneren MaBfunktion mo. Darauf liefern § 1,
zweite Def. (mit Umtauschung von mo und mO) , § 3, Def. und § 4 die
fur die Somen von 12( zu mo adjungierte auBere MaBfunktion mO.
§ 5, Definition und Satz fiihren in anderer Weise ohne Anwendung der
Hypothese zu einer fur die Somen von 12( regularen auBeren Somenfunktion,
die mer durch mO* angedeutet sei.
Sind nun mO und mO* fur die Somen von 12( identisch 1 Die Antwort
ist wieder bejahend.
Der Beweis verlauft in analoger Weise wie der des obigen Satzes.
Aus dem vorletzten Satz von § 2b1s und dem Satz dieses Par. folgt
unmittelbar:
Bei jedem die Hypothese erfullenden Ma(3 fl fallen die Erweiterungen von
(12(0lfl ) gemii(3 den Siitzen in § 5 und § 5bls zusammen.
Eine dritte Methode zur Erweiterung von MaBen in a-
Somenringen. 39)
§ 7. $B, fl, 12(0, 21, mO, K und $B, u, 21°, 21, mo, K seien wie in § 5 bzw.
in § 5bis • Dabei ist dann [edesmal }B ~ 21 ~ K ~ 12(0; das MaB m == mO auf
39) Das hier folgende Verfahren findet man schon in weiner Arbeit: Integration
in abstrakten Raumen, Fund. math. 24 (1935), S. 72-117, insbes. §§ 8, 9 (mit §§ 5, 6)
angewandt auf den Fall VOn MaBen (von zweierlei Zeichen) in abstrakten Punktrau-
men. Unabhangig wurde es spii.ter (1950) von 1. E. Segal boi nicht-negativen MaBen
in abstrakten Punktriiumen angewand t . Siehe meine Besprechung von S. Berberian,
Measure and Integration. 1965 im Zentralbl, fur Math. 126 (1966), S. 80, und das
Buch von 1. E. Segal u. R. A. Kunze: Integrals and Operators. 1968, insbes. S. VII,
Nr, 2.6 u. 3.7. Siehe weiterhin m eine Arbeit: Zur MaB. und Integrationstheorie
in Strukturen I, II. Indag. Ma.th. 8 (1946), S 64-71, 72-81.
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K fallt dabei auf WO mit ,u(§ 5), das MaB m _ mo auf K fallt ebenso auf
WO mit ,u (§ 5b lS) zusammen. In beiden Fallen ist eine Klasse K* von
Somen e in m einzuftihren durch:
e E K*, falls e-ii E K fur jedes ii E K.
K* hat folgende Eigenschaften:
£x) aus ejEK* (j=1,2, ... ) folgt el+e2+ ... EK*; aus ejEK*,e1-:Je2
folgt el - e2 E K*; aus ej E K* (j = 1, 2) folgt el' e2 E K*; K* ist somit ein
a-Somenring;
fJ) gibt es in m ein groBtes Soma eO, so ist eO E K*;
)I) Kist ein a-Ideal in K*; denn Kist ein a-Somenring und aus ii E K
folgt, fur jedes e E K*, e- ii E K;
t5) aus b Emmit b-ii = 0 fur jedes ii E K folgt b E K*; die Teilklasse
von m mit dieser Eigenschaft ist ein a-Somenring und ein a-Ideal in m.
Definition. Fur jedes Soma e E K* sei
m*(e)=obere Grenze aller m(ii) mit ii ~ e, ii E K.
Satz. m* ist a-additiv fur die Somen von K*; (K*lm*) ist eine Er-
weiterung von (Kim), also auch von (wol,u).
Der Beweis folgt bekannte Linien, ausgehend von der o-Additivitat von
00
m fur die Mengen von K und, bei c= L Cn, cnl,cn2=O (nl#n2), jedes
n~l
cnEK*, zwei Falle unterscheidend: 1° es gibt ein Cn mit m*(cn) =00;
2° aIle m*(cn) sind endlich.
Sa tz. Wie auch das fur die Mengen von WO total-additive MaB ,u
gewahlt sei, immer wird der zugehorige a-Somenring K* die Somen von
WO und, bei Existenz, das groflte Soma eO von m umfassen.
Bernerkung. Die Somen von K* - K gehoren entweder zu m - Woder
haben nicht leere Produkte mit Somen aus W-K (ev. auch mit solchen
aus m - W). Dabei hat im ersten Fall m* immer den Wert Null.
Einfaches Beispiel. Irn euklidischen Raum R 2, mit Koordinaten-
system XOY rechtwinklig, sei m der a-Somenring aller Teilmengen von
R2 ; in einem Streifen S -S(p<x<q; -oo<y< +(0) sei wo die Menge
aller Borel-mellbaren Teilmengen, mit ,u das Borelsche Mal3 dieser Teil-
mengen; 40) Wist der a-Somenring aller Teilmengen von S; Kist der
a-Somenring aller L-meBbaren Teilmengen von S, mit m=mo=mo das
40) Dieses MaJ3 ist somit rr-endlich. Andert man es dadurch ab daJ3 man das
MaJ3 ft gleich 00 nimmt fiir jede Borel-Menge des Streifens S, deren Durchschnitt
mit einer fest gewahlton Parallelen zur Y -Achse in S nicht leer ist, und es fur die
iibrigen Borelschen Teilmengen von S ungeandert laJ3t, so ist Slo in der Bemerkung
von § 5 nicht leer und die a-Endlichkeit verschwunden; die im Texte angegebenen
MaJ3e andern sich in leicht ersichtlicher Weise.
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L-MaIl; K*-K enthalt die Teilmengen von R2-S, alle mit MaIl m*=O,
daneben alle Mengen emit e-S 0;6°und e-aE K fur jedes aE K. Es gibt
hier: ~") 21") K") 210 und K*") K +(~-21). 41)
41) Etwas komplizierter ist der Fall von abzahlbar vielen disjunkten parallelen
Streifen in R 2 mit den Borel-melsbaren Teilmengen in diesen. Auch der Fall von
abzahlbar unendlich vielen disjunkten Intervallen, wobei in jedem Intervall ~o,
~, It wie in Beispiel 2 von § 5b is ; das Borelsche MaE ware dabei wohl auch durch ein
anderes MaE (Masse) auf den Borelschen Teilmengen der Intervalle zu ersetzen;
\B ist hier der Ring aller Teilmengen von R 2 •
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